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NUMERICAL AND ANALYTICAL STUDY OF FRUIT MOVEMENT DURING VIBRATION HARVESTING 
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Рассмотрено движение плода как математического 

маятника при колебаниях ветви. Получена нелинейная 
математическая модель, которую исследовали численно 
и аналитически. Нелинейная система «вибрирующая 
ветвь – плодоножка – плод» демонстрирует весьма 
сложное динамическое поведение, включающее ангар-
монические колебания, колебания-биения, вращатель-
ные режимы, а также колебания, имеющие стохастиче-
ский характер. Колебания, имеющие регулярный харак-
тер, представлены также нелинейным явлением – субре-
зонансами, имеющими место на всей протяженности 
рабочих частот от ωо до 6ωо. Наиболее сильным по раз-
махам колебаний субрезонанс обнаруживается на часто-
те ω≈3ωо, т. е. как резонанс третьего рода. Поэтому 
наиболее интенсивные нагрузки плодоножка испытывает 
на режимах колебаний с ω≈3ωо, т.е. частота вынуждаю-
щего воздействия должна не менее чем в 3 раза быть 
больше частоты собственных колебаний плода на пло-
доножке. Поэтому этот режим и рекомендуется в каче-
стве рабочего для садовых вибрационных установок при 
уборке яблок и груш. 

Keywords: fruit, vibration, mathematical pendulum, sub-

resonances. 

 

Fruit movement as a mathematical pendulum with branch 

oscillations is considered. A nonlinear mathematical model 

was obtained which was investigated numerically and analyt-

ically. The nonlinear system “vibrating branch – stalk – fruit” 

demonstrates highly complex dynamic behavior, including 

anharmonic oscillations, oscillations – beats, rotational 

modes, and also oscillations that are stochastic. Regular 

oscillations are also represented by a non-linear phenome-

non – subresonances that take place throughout the whole 

working frequency range from ωo to 6ωo. The strongest oscil-

lations in terms of the oscillations are found at the frequency 

ω ≈ 3ωo, i.e., as a third kind of resonance. Therefore, the 

stalk undergoes the most intense loads on oscillation modes 

with ω ≈ 3ωo, i.e. the frequency of the forcing action should 

be no less than 3 times greater than the frequency of self-

oscillation of the fruit on the stalk. Therefore, this mode is 

recommended as a working one for garden vibration installa-

tions when harvesting apples and pears. 
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Введение 
Алтайский край и Республика Алтай имеют 

большой потенциал развития садоводства, воз-
можности по наращиванию объемов производ-
ства фруктов и ягод. Возрождение и обновление 
садов требуют одновременного совершенствова-
ния средств механизации по уходу за фруктовыми 
культурами и уборке готовой продукции. В част-
ности, высокую эффективность при съеме плодов 
показывают вибрационные и ударные рабочие 
органы машин. Разработке данных способов 
уборки фруктов посвящены работы российских и 
китайских ученых и конструкторов [1, 2]. 

Цель исследований – механико-технологи-
ческое обоснование режимов процесса вибраци-
онной уборки фруктов на основе нелинейной ма-
тематической модели. Статья представляет раз-
витие исследований, опубликованных ранее в 
работе [3]. 

Материалы и методы 
Вибрационный способ уборки фруктов заклю-

чается в том, что штамбу дерева придают коле-
бания, при этом ветви колеблются преимуще-
ственно в горизонтальном направлении. Разви-
вающиеся инерционные усилия много больше 
силы тяжести, действующей на плод, и позволяют 
разрушить плодоножку. 

Будем моделировать систему «Вибрирующая 
ветвь – плодоножка – плод» в виде математиче-
ского маятника, при этом вес плодоножки не учи-
тываем (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема процесса  

вибрационного съема плода 

 
В неинерциальной (связанной с вибрирующей 

ветвью) системе координат уравнение колебаний 
плода, как математического маятника, имеет вид 
[3]: 

 
  (1) 

где m – масса плода; 
l – расстояние от центра тяжести плода до точ-

ки подвеса плодоножки к ветви; 
I – момент инерции плода относительно точки 

подвеса 0 ( ); 

 – коэффициент сопротивления 

воздуха (где с – коэффициент пропорционально-
сти, с=0,3-0,4; 

 – плотность воздуха; 

S – миделево сечение плода. 

Разделим все члены уравнения (1) на , при 

этом учтем, что  и, вычисляя производ-

ную , получим: 

 
   (2) 

где А,  – амплитуда и угловая частота горизон-

тальных колебаний ветви. 

Вводя обозначения:   

получим окончательное уравнение колебаний 
плода, передающихся от ветви: 

 
(3) 

где n – коэффициент демпфирования; 
 – собственная частота колебаний плода на 

плодоножке. 
Уравнение (3) представляет маятниковое 

уравнение вынужденных колебаний плода, пред-
ставленное в обычных для теории колебаний 
обозначениях. Математические модели такого 
рода демонстрируют сложное динамическое по-
ведение объекта [4, 5]. В связи с существенной 
нелинейностью дифференциального уравнения 
(3) и трудностями аналитического (даже прибли-
женного) его решения мы провели предваритель-
ное численное исследование данного уравнения. 
Моделирование осуществили для яблок средних 
размеров, при этом необходимые данные для 
вычислений параметров n, 0 и К были почерпну-
ты из источников [1, 6]. Для численного решения 
дифференциального уравнения использовали 
метод Рунге-Кутта с адаптирующимся шагом ин-
тегрирования (программа Маthcad). 

 
Основные результаты 

На рисунке 2 представлены амплитудно-
частотные характеристики системы «ветвь-
плодоножка-яблоко» для двух ступеней интенсив-
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ности внешнего воздействия К=0,1 (сплошная ли-
ния) и K=0,2 (пунктирная линия), полученные чис-
ленным решением дифференциального уравне-
ния (3). Как видно, амплитудно-частотная харак-
теристика имеет при K=0,2 три экстремума – мак-
симума, чего не может быть в одномассной ли-
нейной системе, на которой основывается боль-
шинство исследований по данной тематике. 

Эта многозначность режимов сродни трем ре-
зонансам, из которых необходимо выбрать тот, 
который должен быть реализован в практике виб-
рационного съема плодов. Вид амплитудно-
частотной характеристики показывает, что в 
нашей системе появились субгармонические ре-
зонансы с частотами  и , при-

чем размахи колебаний соизмеримы с размахами 
при основном резонансе, когда . Размахи 

при субгармоническом резонансе 3-го рода даже 
больше, чем при основном резонансе. 

Более того, субгармонические колебания про-
являются на всем диапазоне рабочих вынуждаю-
щих частот, при этом плод совершает вынужден-
ные колебания плода с частотой , неза-

висимо от частоты вынуждающей силы. Это 
больше похоже на свободные, а не вынужденные 
колебания. Данное явление в полной мере де-
монстрирует рисунок 3, где представлены коле-
бания плода при вынуждающих частотах 10, 
20, 30, 40, 50 с-1. Значения остальных параметров 
составили: 10 с-1; n=0,002; К=0,1. 

Примечательно, что нелинейность системы 
проявляется при весьма малых колебаниях плода 

(рис. 4), чего не наблюдается при свободных его 
колебаниях. При этом вынужденные колебания 
при субрезонансах весьма схожи со свободными 
колебаниями, поскольку происходят на частоте 

 

Обнаружено также, что субрезонанс 4-го рода 
при р=4 проявляется только при некотором поро-
говом значении уровня внешнего воздействия, 
т.е. величины K. 

Для качественного объяснения указанных яв-
лений несколько упростим уравнение (3). 

Для этого примем, что сопротивление воздуха 
линейно, а функции sin φ cos φ представим из-
вестным разложением в ряд, ограничившись дву-
мя членами: 

  

Данные ограничения приводят к уравнению 

+  

   (4) 

Последнее уравнение хотя и нелинейное, но 
проще исходного. Нелинейность позволяет наде-
яться, что оно сохранило основные черты дина-
мического поведения исходной системы (3). 

Перепишем уравнение (4) в виде: 

 

 
         (5) 

где  – начальная фаза колебаний. 
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Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика системы:  

Ψ1, Ψ2 – угловые полуразмахи (в рад.) колебаний плода, соответственно, при К=0,1 и К=0,2 
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Рис. 3. Режимы колебаний (сплошная линия) плода  

при вынуждающих воздействиях (пунктирная линия) с частотой:  

а –  б –  в –  г –  д –  
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Рис. 4. Пример малых колебаний плода (а) и их фазовый портрет (б) в зоне субрезонанса 3-го рода:  

ω0=10 с-1; ω=30 с-1; n=0,002; K=0,03 

 
При такой записи видно, что нелинейность со-

держит возвращающая сила, представляемая в 
левой части данного уравнения членами, заклю-
ченными в скобки. Первый член в скобках указы-
вает на возможность возникновения основного 
резонанса , второй член – на воз-

можность субрезонансов при  (где  – 

целые четные числа) и параметрических колеба-
ний. Наконец, третий член, как в уравнении Дуф-
финга, демонстрирует возможность возникнове-
ния субрезонансов при  где  – нечет-

ные целые числа. 
Проведем качественный анализ уравнения (5) 

для самого сильного субрезонанса на третьей 
гармонике. 

Анализ численного решения показывает, что 
кривая движения содержит в основном две гар-
моники: одна, основная, – субгармоника с часто-
той  вторая – гармоника с частотой вы-

нуждающей силы, т.е.  Однако субгар-

моника существенно преобладает. 
В связи со сказанным ищем приближенное 

решение в виде 

 
(6) 

где  – разность фаз между гармониками реше-

ния.  

Соответственно, угловую скорость и угловое 
ускорение будем разыскивать в форме: 

 
 (7) 

 (8) 

Согласно методу гармонического баланса под-
ставляем предполагаемое решение (6), (7) и (8) в 
исходное уравнение (5). Приводим подобные 
члены и приравниваем коэффициенты при соот-
ветствующих геометрических функциях. В резуль-
тате получаем четыре нелинейных алгебраиче-
ских уравнения: 

 

 
       (9) 

 
   (10) 

 
          (11) 

 
   (12) 
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Формально из этих четырех уравнений можно 
определить четыре неизвестных величины: 

 Однако реально провести такое 

определение очень трудно, поэтому ограничимся 
некоторыми общими свойствами полученных ре-
зультатов. 

Группируя члены в выражение (9), представим 
его в виде 

 

  (13) 

где  – частота собственных коле-

баний плода. 
Таким образом, в общем случае 

(14) 
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Рис. 5. Развивающиеся перегрузки λ в плодоножке плода при угловых частотах колебаний ω: 
а – 10 с-1; б – 27 с-1; в – 40 с-1 
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Введенную ранее величину ωо следует тракто-

вать как частоту собственных колебаний плода 

при минимальных размахах ( ). В против-

ном случае констатируем зависимость частоты 

свободных колебаний ω* от размахов  и 

фазы . 

Поскольку , то сомножитель в круг-

лых скобках в последнем выражении больше ну-

ля. Это позволяет утверждать, что «гребень» ске-

летной кривой амплитудно-частотной характери-

стики будет наклонен влево. 

Приближенный расчет размахов колебаний 

возможен для случая малого сопротивления воз-

духа (n≈0): 

   (15) 

(16) 

Расчеты по этим формулам показывают,  

что при практически важных значениях 

 соотношение  составляет 

(7,5-12,8)%, т.е. действительно субгармоническая 

составляющая доминирует. 

Таким образом, констатируем, что субгармони-

ческий резонанс третьего рода в системе «ветвь – 

плод» качественно ничем не отличается от хоро-

шо изученного нелинейного резонанса в «чистой» 

системе Дуффинга [7]. Все это также подтвер-

ждается численным решением основного уравне-

ния (3). 

Далее рассмотрим нагрузки, действующие на 

плодоножку во время колебаний ветви, к которой 

прикреплен данный плод. 

Натяжение плодоножки N в общем случае 

определяют силы: часть силы тяжести , 

центробежная сила инерции , часть пере-

носной силы инерции – . 

Таким образом, имеем 

    (17) 

Разделим все члены уравнения на , 

получим 

   (18) 

где величина  представляет собой крат-

ность увеличения веса яблока при вибрационных 

перегрузках. 

На рисунке 5 показано компьютерное модели-

рование сил, действующих на плодоножку. Видно, 

что нагружение плодоножки носит хотя и регуляр-

ный, но существенно негармонический и неста-

бильный процесс. Примечательно, что значения λ 

могут принимать отрицательные значения. Это 

означает, что плодоножка при вибрациях может 

не только растягиваться, но и сжиматься, следо-

вательно, изгибаться и также разрушаться. 

Наиболее интенсивные нагрузки плодоножка 

испытывает на режимах колебаний с  = 27 с-1 

при субрезонансе 3-го рода. Кратковременное 

значение перегрузки  может достигать 20 еди-

ниц и более. Это гарантирует высокие показатели 

эффективности при вибрационной уборке яблок. 

Поэтому предварительно можно рекомендо-

вать при уборке яблок и груш режим колебаний с 

угловой частотой чуть более ω = 3   При этом 

в случае использования дебалансного вибровоз-

будителя после его запуска система «ветвь – 

плодоножка – плод» последовательно проходит 

через основной резонанс и резонанс 3-го рода. 

Вполне возможно, что для некоторых мелких пло-

дов потребуется и воздействие резонанса  

4-го рода. 

Однако окончательные выводы и назначения 

режимов могут быть сделаны лишь после анализа 

процесса колебаний всего штамба фруктового 

дерева. Последнее представляет собой самосто-

ятельную научную задачу. 

 

Заключение 

1. Нелинейная система «вибрирующая ветвь – 

плодоножка – плод» демонстрирует весьма слож-

ное динамическое поведение, включающее ан-

гармонические колебания, колебания – биения, 

вращательные режимы, а также колебания, име-

ющие стохастический вид. 

2. Колебания, имеющие регулярный характер, 

представлены также нелинейным явлением – 
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субрезонансами, имеющими место на всей про-

тяженности рабочих частот от ωо до 6ωо. При 

этом плод как бы игнорирует вынуждающую ча-

стоту (частоту колебаний ветви), а вибрирует как 

при свободных колебаниях с частотой, близкой к 

частоте этих колебаний ωо. Наиболее сильным по 

размахам колебаний субрезонанс обнаруживает-

ся на частоте ω≈3ωо, т. е. как резонанс третьего 

рода. 

3. Поэтому наиболее интенсивные нагрузки 

плодоножка испытывает на режимах колебаний с 

ω≈3ωо, т.е. частота вынуждающего воздействия 

должна не менее чем в 3 раза быть больше ча-

стоты собственных колебаний плода на плодо-

ножке. Кратковременное значение перегрузки λ 

достигает при этом 20 единиц и более. Это гаран-

тирует высокие показатели эффективности при 

вибрационной уборке яблок и других видов фрук-

тов. Поэтому режим с вынуждающей частотой 

чуть более ω≈3 ωо и рекомендуется в качестве 

рабочего для садовых вибрационных установок 

при уборке яблок и груш. 
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