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Молотковые дробилки с вертикальным расположе-

нием ротора широко используются в горнодобываю-
щей, металлургической и строительной отраслях, где с 
их помощью измельчают твердые и хрупкие материалы 
(камень, руды, бетон, клинкер и пр.). Они обладают 
рядом преимуществ: низкая металло- и энергоемкость, 
большая производительность и малые размеры, ща-
дящее измельчение без его истирания (вследствие 
сокращения времени пребывания в камере), способ-
ность к самоочищению и автопитанию. Очень ценным 
свойством таких дробилок является узкий фракцион-
ный состав готового продукта, поэтому этот тип дроби-
лок является перспективными для кормопроизводства 
машинами. Известная модель дробления зерна в этих 
машинах предполагает одновременное протекание в 
них процессов: удара и резания; отбрасывания мате-
риала и его измельчение о деку; абразивное воздей-
ствие молотков на воздушно-зерновой слой. Однако 
исследованный авторами работы характер изнашива-
ния их рабочих органов показал, что реальный меха-
низм измельчения в них зернового материала более 
сложный, а вклад в него описанных выше процессов 
неравноценный. В статье показано, что ударное и ре-
жущее действие на измельчаемый материал оказыва-
ют только молотки первой (верхней) секции, в то время 
как молотки остальных секций взаимодействуют с зер-
ном как лопасти, разгоняя и отбрасывая его на деку. 
Разработана теория взаимодействия измельчаемого 

материала с боковой поверхностью молотков, прове-
дены теоретические исследования математической 
модели. 

 
Keywords: hammer, crusher, grinding, wear, force of 

inertia, Coriolis force, grain, mathematical model. 
 
Vertical-rotor hammer crushers are widely used in min-

ing, metallurgical and construction industries where they 
crush hard and brittle materials (stone, ores, concrete, 
clinker, etc.). They have a number of advantages: low met-
al and power consumption, high productivity and small 
size, gentle grinding without abrasion (due to the reduced 
time spent in the chamber), self-cleaning and auto-feeding 
ability. A very valuable property of such crushers is a nar-
row fractional composition of the final product, so this type 
of crushers is a promising one for fodder production. The 
known model of grain crushing in these machines assumes 
simultaneous processes: impact and cutting; throwing the 
material and its grinding on the deck; the abrasive impact 
of hammers on the air-grain layer. However, the character 
of wear of their working bodies showed that the real mech-
anism of grain material grinding is more complicated, and 
the contribution of the processes described above is une-
qual. The paper shows that only hammers of the first (up-
per) section have impact and cutting effect on the crushed 
material, while hammers of other sections interact with 
grain as blades, accelerating and throwing it on the deck. A 
theory of interaction between the crushed material and the 
side surface of hammers is developed and theoretical re-
search of mathematical model is carried out. 
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Введение 
Измельчение и фракционирование различ-

ных материалов, сырья, компонентов смесей 
является одной из самых энергозатратных опе-
раций в различных отраслях промышленности 
при переработке сырья минерального, расти-
тельного и животного происхождения [1]. Часто 
операции измельчения и фракционирования 
осуществляются в одном аппарате и составляют 
основу всей технологии, как это происходит, 
например, при переработке фуража и приготов-
лении кормов для КРС и других сельскохозяй-
ственных животных [2]. В этом случае широко 
применяют молотковые дробилки различных 
конструкций, в которых ротор с закрепленными 
на нем молотками может располагаться как го-
ризонтально, так и вертикально [3]. 

Исторически молотковые дробилки с верти-
кальным расположением ротора применялись в 
горнодобывающей, металлургической и строи-
тельной отраслях, где с их помощью измельча-
ют твердые и хрупкие материалы (камень, руды, 
бетон, клинкер и пр.) [4]. Такие машины облада-
ют целым рядом преимуществ по сравнению с 
дробилками с горизонтальным расположением 
ротора: низкая металло- и энергоемкость, боль-
шая производительность и малые размеры, ща-
дящее измельчение без его истирания (вслед-
ствие сокращения времени пребывания в каме-
ре), способность к самоочищению и автопита-
нию (так как материал движется под действием 
центробежных сил и силы тяжести) и др. В тех-
нологических схемах с использованием одно-
временно шаровых (стержневых) мельниц, мо-
лотковых дробилок и грохота удается не только 
значительно снизить энергоемкость, но и увели-
чить производительность [3, 4].  

В кормосмесях основным и наиболее твер-
дым компонентом является фуражное зерно 
(пшеница, овес, ячмень). Кроме того, из сообра-
жений питательности его чрезмерное измельче-
ние нежелательно [5], поэтому этот тип дроби-
лок является перспективными для животновод-

ства машинами. С конца 90-х годов коллективом 
ученых Алтайского ГАУ разрабатывается и 
устанавливается на автоматизированные кор-
моприготовительные агрегаты «Алтай» различ-
ной производительности, которые успешно экс-
плуатируются уже более чем в 50 агропредпри-
ятиях края [6-8].  

В этих дробилках молотки установлены стоп-
ками по 8 шт., в которых свободно закреплены 
на общей оси качания, с небольшим расстояни-
ем друг от друга, находясь в пространстве меж-
ду двумя дисками вертикального ротора. При-
чем молотки, расположенные в одинаковых ме-
стах стопок, образуют одну секцию, количество 
стопок на роторе (6-8) зависит от его диаметра и 
установленной производительности агрегата. 
Классическая модель дробления предполагает, 
что измельчаемый материал (фуражное зерно, 
грубые корма, премиксы) поступает в дробилку 
на верхний диск ротора, распределяется в про-
странстве между молотками, рабочим зазором и 
декой и измельчается вследствие одновремен-
ного протекания нескольких процессов: ударного 
и режущего воздействия молотков [9], отбрасы-
вания (метания) материала, его удара о деку, 
отражения и повторных ударов [10, 11], а также 
истирающего (абразивного) воздействия молот-
ков на воздушно-зерновой слой, вращающийся в 
рабочем зазоре [12].    

Опыт эксплуатации таких дробилок и особен-
но исследованный нами ранее характер изна-
шивания их рабочих органов [13, 14] показали, 
что реальный механизм измельчения в них зер-
нового материала более сложный и вклад в него 
описанных выше процессов неравноценный. 

Цель работы: разработать теорию взаимо-
действия измельчаемого материала с боковой 
поверхностью молотков 2-й и последующих сек-
ций дробилки с вертикальным расположением 
ротора; провести теоретические исследования 
математической модели и выработать рекомен-
дации по повышению эффективности эксплуа-
тации таких дробилок. 
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Экспериментальная часть 
Рассмотрим естественный профиль изно-

шенных молотков дробилки на примере одной 
ее секции, при предельной (эксплуатационной) 
наработке (рис. 1).    

 

 
Рис. 1. Внешний вид изношенных молотков  

всех 8 секций одной стопки 
(наработка 135-145 т)   

 
Как следует из рисунка 1, характерное изна-

шивание молотков, вызванное их ударным и 
режущим действием на измельчаемый матери-
ал [9], наблюдается только для молотков первой 
(верхней) секции (их в дробилке только 6 (8) 
шт.!), в то время как молотки остальных секций, 

со 2-й по 8-ю (42 (76) шт.!), подвергаются лишь 
незначительному (3-5%) износу в области их 
торцовой поверхности. Боковая же поверхность 
этих молотков, находящаяся в рабочем зазоре, 
фактически не изнашивается даже после нара-
ботки в 135-145 т измельченного фуража. Таким 
образом, молотки 2-й и последующих секций 
работают своей боковой поверхностью, разгоняя 
и отбрасывая зерно на деку, ударом о которую 
оно и измельчается.  

1. Постановка задачи. Для теоретического 
рассмотрения возможного механизма взаимо-
действия измельчаемого материала с боковой 
поверхностью молотка примем следующие до-
пущения: измельчаемый материал – это фураж-
ное зерно (частица массы m) одной размерной и 
массовой фракции (форма, размеры и масса 
зерновок примерно одинаковые); при встрече 
зерна с боковой поверхностью оно не разруша-
ется ударом, а, вследствие меньшей массы по 
сравнению с массой молотка, как бы захватыва-
ется боковой поверхностью и совершает посту-
пательное движение вдоль нее; вся система 
вращается с постоянной угловой скоростью w; 
зерно движется вдоль боковой поверхности мо-
лотка с изменяющейся скоростью v (ускоряет-
ся). 

 

 
Рис. 2. Схема сил, действующих на зерно, перемещающееся по боковой поверхности молотка 

 
Тогда, с учетом конструкции дробилки (ради-

ус диска ротора r), размеров молотка – l, b, на 

частицу будут действовать следующие силы 

(рис. 2): 

1. Сила инерции Fин, направленная вдоль 

радиуса r (по прямой, соединяющей центр вра-

щения системы и частицу): 

  (1) 

где aин – вектор центростремительного ускоре-
ния; модуль центростремительного ускорения 

вычисляется по формуле  
2. Сила реакции опоры N, направленная 

перпендикулярно боковой поверхности ножа. 
3. Сила трения Fтр, направленная против 

вектора скорости движения по боковой поверх-
ности v: 

                            (2) 
где μ – коэффициент трения зерна по стали. 
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4. Сила сопротивления среды Fсопр, противо-
положно направленная вектору скорости v2 (век-
тору тангенциальной скорости). Для больших 
скоростей сила сопротивления пропор-
циональна квадрату скорости движения: 

             (3) 
где β – коэффициент, зависящий от характери-
стик среды и размеров частицы; модуль танген-
циальной скорости вычисляется по формуле 

 
5. Сила Кориолиса, направленная перпенди-

кулярно боковой поверхности ножа против 
направления движения: 

  (4) 

где aкор – вектор центростремительного ускоре-

ния;  
Теперь запишем второй закон Ньютона [15] 

для системы, представленной на рисунке 2: 

   (5) 
Спроецируем уравнение движения на оси ОХ 

и ОY:  

 (6) 

 (7) 
Из уравнения (7) проекции на ось OY имеем: 

 

Учтем, что , подставим это выра-
жение в уравнение (6) для проекции на ось ОХ и 
получим:  

 
Приведем подобные:  

 
Используя следующие известные соотношения [13]: 

;   

  
последнее уравнение можно переписать в виде: 

  (8) 

Учтем следующие взаимосвязи (рис. 2):    где b – шири-
на молотка. 

Тогда окончательно, уравнение (8) примет вид: 

  (9) 
Данное дифференциальное уравнение не 

имеет аналитического решения, однако может 
быть решено приближенными численными ме-
тодами с известными допущениями [14]. 

2. Теоретическое исследование, моделиро-
вание. После упрощения данной задачи анали-
тически решаемые дифференциальные уравне-
ния использовали для моделирования взаимо-
действия зерна с боковой поверхностью молот-
ка. Математические модели представляли собой 
зависимости x(t), v(t).  

Поведение моделей исследовали численным 
методом, используя специально составленные 
электронные таблицы Excel 2013, содержащие 
решения уравнений x(t), v(t), а также их визуали-
зацию средствами приложения.    

Результаты и их обсуждение 
Для получения частных решений попробуем 

поэтапно упростить задачу.  
1. Будем считать молоток бесконечно узким 

(ширину молотка устремим к нулю, b→0), то 
есть будем считать, что зерно движется строго 
по оси ОХ (боковая поверхность молотка совпа-
дает с осью ОХ). При таком допущении проек-
ции уравнения движения на оси примут следу-
ющий вид. 

Проекции на ось ОХ и ОY: 

   (10) 

  (11) 
Проделав аналогичные вычисления, рас-

смотренные выше, получим упрощенное урав-
нение движения в виде: 

 (12) 
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Однако данное дифференциальное уравне-
ние, как и уравнение (9), не решается в общем 
виде. Поэтому продолжим упрощение.  

2. Рассмотрим уравнение движения зерна, 
учитывая только силу инерции Fин. Данная мо-
дель применима для любого установившегося 
режима работы дробилки, например, с постоян-
ным расходом материала и постоянной угловой 
частотой вращения. В этом случае уравнение 
движения уже будет иметь вид: 

   (13) 
Это однородное дифференциальное уравне-

ние второго порядка с постоянными коэффици-
ентами, решаемое аналитически.  

Составим для него характеристическое урав-

нение:  которое имеет действи-

тельные корни: ,  
Тогда общее решение дифференциального 

уравнения (13) запишется в виде: 

 (14) 
Скорость движения зерна будет определять-

ся формулой: 

 (15) 
Постоянные интегрирования С1 и C2 опреде-

ляются из начальных условий:  

 Для t0=0 получается сле-
дующая система уравнений: 

 

решая которую, имеем:  

 
Учитывая полученные решения, закон изме-

нения координаты и скорости частицы измель-
чаемого материала от времени можно записать 
в виде: 

     (16) 

   (17) 
Полученные нами уравнения (16), (17) фак-

тически являются математической моделью 
взаимодействия измельчаемого материала с 
боковой поверхностью молотков дробилки (для 
2-й и последующих секций).  

Рассмотрим теперь, как изменяются во вре-
мени (относительном) координата и скорость 
зерна (эти параметры безразмерные), совер-
шающего поступательное движение вдоль боко-
вой поверхности вращающегося молотка, с по-
мощью соответствующей математической мо-
дели (рис. 3). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Зависимость безразмерных координаты (а) и скорости (б) от времени (относительного)  
для частицы, двигающейся вдоль боковой поверхности молотка с различной угловой скоростью 

 
Как следует из рисунка 3, при одних и тех же 

начальных условиях приращение координаты и 
скорости с увеличением угловой скорости уве-
личиваются, т.е. зерно быстрее преодолевает 
расстояние до деки и соударяется с декой с 

большей кинетической энергией. Регулировкой 
(оптимизацией) угловой скорости можно также 
существенно снизить износ молотков по их бо-
ковой поверхности [17, 18].  
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3. Теперь рассмотрим движение зерна под 
действием силы инерции и силы Кориолиса. 
Данная модель может наблюдаться в начале 
процесса засыпки зерна в дробилку, когда сила 
сопротивления ещё не значительна, и этой си-
лой можно пренебречь. Уравнение движения 
будет иметь вид: 

      (18) 
Это также однородное дифференциальное 

уравнение второго порядка с постоянными ко-

эффициентами. Характеристическое уравнение 
для него запишется в виде: 

 
Вычислим корни этого характеристического 

уравнения, для чего найдем дискриминант квад-

ратного уравнения:  
Дискриминант больше нуля, следовательно, 

корни характеристического уравнения действи-
тельные и имеют значения: 

 

 

. 
Тогда общее решение дифференциального уравнения запишется в виде: 

  (19) 
Уравнение для скорости движения зерна будет определяться формулой: 

   (20) 

Постоянные интегрирования С1 и C2 определяются, как и ранее, из начальных условий:  

 Учитывая начальные условия, получаем систему уравнений: 

 
решая которую, получим: 

  
Используя полученные зависимости, изменение координаты и скорости от времени можно записать 

в виде: 

  (21) 

             (22) 
Для этого случая также рассмотрим измене-

ние во времени координаты и скорости зерна, 
совершающего поступательное движение вдоль 
боковой поверхности вращающегося молотка с 
помощью соответствующей математической мо-
дели (рис. 4).  

Как следует из рисунка 4, при одних и тех же 
начальных условиях с увеличением коэффици-
ента трения движение зерна по поверхности 
молотка замедляется. За один и тот же проме-
жуток времени приращение координаты умень-
шается, как уменьшается и приращение скоро-
сти, т.е. зерно будет преодолевать расстояние 
до деки за больший промежуток времени и со-
ударяться с декой с меньшей скоростью (с 

меньшей кинетической энергией), однако при 
этом может возрасти износ боковой поверхности 
[18]. 

4. Наконец, рассмотрим движение зерна под 
действием силы инерции и силы сопротивления. 
Такая модель также может описывать работу 
дробилки в установившемся режиме на больших 
скоростях и при большой загрузке, при этом си-
ла Кориолиса много меньше силы сопротивле-
ния (Fкор << Fсопр), и ей можно пренебречь. Урав-
нение движения для такого случая запишется в 
виде: 

 (23) 
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Данное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка не содержит в явном виде пере-
менной t и допускает понижение порядка, то 
есть может быть сведено к дифференциальному 
уравнению первого порядка, после замены  

переменных:   где p является  
функцией от x, p=p(x). Тогда 

 а уравнение 
движения (23) перепишется в виде: 

 (24) 
Получили дифференциальное уравнение 

первого порядка с разделяющимися перемен-
ными. 

   (25) 

Проинтегрировав данное уравнение, имеем: 

 (26) 

или  
После обратной замены переменных полу-

чим дифференциальное уравнение первого по-
рядка с разделяющимися переменными (из фи-
зических соображений знак «-» из решения мож-

но исключить), тогда  
Проинтегрировав полученное уравнение, окон-
чательно получим: 

              (27) 

 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Зависимость безразмерных координаты (а) и скорости (б) от времени (относительного)  
для частицы, двигающейся вдоль боковой поверхности молотка  

с различными коэффициентами трения и w=1 

 
Однако правый интеграл в уравнении 27, 

аналогично описанному выше частному слу-
чаю 1 решения общей задачи, также аналитиче-
ски не берется. 

Таким образом, теоретически взаимодей-
ствие измельчаемого материала с боковой по-
верхностью молотков 2-й и последующих секций 
дробилки с вертикальным расположением рото-
ра наиболее полно может быть описано диффе-
ренциальными уравнениями (8), или (9), которое 
не решается аналитически, но может быть ре-
шено приближенными численными методами 
[19].  

Для частных случаев при установившихся 
режимах работы дробилки, с учетом только пре-
обладающих сил инерции Fин, или же инерции и 
силы Кориолиса, рассматриваемое взаимодей-
ствие может быть описано строго уравнениями 
(16), (17), или (21), (22) [19]. В первом случае 
основным фактором, влияющим на процесс раз-
гона зерна боковой поверхностью молотка, с 
последующим эффективным разрушением о 
деку является угловая скорость ротора и время 
контакта частицы с поверхностью, во втором – 
угловая скорость, время контакта частицы с по-
верхностью и коэффициент трения.  
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Выводы 

1. При работе молотковой дробилки с верти-

кальным ротором ударное и режущее действие 

на измельчаемый материал оказывают только 

молотки первой (верхней) секции, в то время как 

молотки остальных секций взаимодействуют с 

зерном боковой поверхностью, разгоняя и от-

брасывая его на деку. 

2. При установившемся режиме работы, ко-

гда движению ее ротора в воздушно-зерновом 

слое противостоит сила инерции, главным фак-

тором, влияющим на качество измельчения и 

износ молотков, оказывается угловая скорость 

(частота) вращения, если же движению ротора 

дополнительно противостоит сила Кориолиса, 

то главными факторами, влияющим на качество 

измельчения и износ молотков, являются уже 

угловая скорость (частота) вращения и коэффи-

циент трения зерна о боковую поверхность.    

3. Так как скорость зерна при его сходе с бо-

ковой поверхности молотка зависит от пути, то 

при одних и тех же начальных условиях, кон-

структивно регулируя положение места перво-

начального контакта зерна (вылетом рабочей 

части молотков за окружность ротора, размеще-

ние загрузочного патрубка, принудительной ор-

ганизацией подачи зерна на нижние слои стопки 

молотков и др.), можно увеличить производи-

тельность, качество измельчения, снизить 

(усреднить по секциям) износ молотков.    
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